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摘要：电磁法存在大量的汉克尔积分，由于积分核函数的复杂性，该类积分不存在解析解，采用数值方法求解汉克

尔积分是电磁法正演研究中的关键问题。 数值滤波法运算速度快、执行效率高，克服了被积函数的奇异性和高振

荡性问题，是数值求解汉克尔积分的重要方法。 采用存在解析解的汉克尔积分，对比研究了 ５ 套高精度汉克尔滤

波系数，总结了不同数值滤波算法的计算精度和误差分布特点。 结果表明，５ 套数字滤波的快速汉克尔变换算法在

逼近相应的理论解析解时，不存在振荡现象，且计算精度高；汉克尔积分计算精度均随着发收距的增大而降低；计
算精度并不一定随着数值滤波系数个数的增多而提高。 分别采用 ５ 种滤波系数对水平电偶极子和垂直磁偶极子

的电磁场进行计算，得到的电场和磁场的形态基本一致。
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０　 引言

电（磁）法存在大量的广义积分，形如 ｆ（ ｒ） ＝
∫ ∞

０ Ｋ（λ）Ｊｉ（λｒ）ｄλ，ｒ＞０，式 Ｊｉ 中是 ｉ 阶贝塞尔函数；
其广泛出现在轴对称问题中，如层状介质直流电阻

率测深、电磁感应法电磁场的计算［１］；由于电磁响

应积分核函数的复杂性，该积分并不存在解析解，数
值计算求解汉克尔变换就成为电磁探测正演计算的

基础性问题。 在处理上述计算时所采用的诸多方法

中，其中数值滤波法应用已算好的滤波权数进行汉

克尔积分计算，其具有运算速度快、执行效率高等优

点，克服了被积函数的奇异性和高振荡性的问题，比
直接积分法计算效率高［２］。

汉克尔积分数值滤波方法被引入到地球物理领

域后取得了较大的发展，Ｇｈｏｓｈ［３］首先提出了一种线

性数值滤波方法计算上述汉克尔积分，随后 Ｋｏｅｆｏｅｄ
等［４］， Ｋｏｅｆｏｅｄ 和 Ｄｉｒｋｓ［５］， Ａｎｄｅｒｓｏｎ［２，６－８］， Ｊｏｈａｎｓｅｎ

和 Ｓｏｒｅｎｓｅｎ［９］，Ｇｕｐｔａｓａｒｍａ［１０］，Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ［１１－１２］， Ｓｏ⁃
ｒｅｎｓｅｎ 和 Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ［１３］， Ｇｕｐｔａｓａｒｍａ 和 Ｓｉｎｇｈ［１４］，
Ｋｏｎｇ［１５］等对线性滤波方法作了改进，伴随着数字滤

波技术日益成熟，越来越多的长滤波系数具有较高

的计算精度，选取最优的一套算法是很有必要的。
张伟［１６］对基于数字滤波法的快速汉克尔变换算法

进行了公式推导，并用 Ｇｕｐｔａｓａｍ 和 Ｓｉｎｇｈ 给出的线

性滤波系数进行了计算，对比分析了该数值算法与

理论解析式的误差分布特点，蔡胜［１７］ 和李俊杰［１８］

分别对比了 ５ 组高精度快速汉克尔长滤波系数的计

算精度及在电磁法探测计算中的应用，计算结果表

明，８０１ 点系数计算精度较高，但耗时太大，耗时基

本随着滤波系数的增加而增加。 基于滤波系数的选

取需权衡计算精度与计算效率，该文引入 Ｋｏｎｇ２４１
滤波系数，同样选取了 ５ 套高精度滤波系数进行试

算，将计算结果与理论解析式进行对比，分析这 ５ 套

滤波系数的计算精度和误差分布特点，并结合其在

实际电磁法探测中的应用，讨论了 ２ 种常用场源的
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计算情况。

１　 常用数值滤波算法

汉克尔滤波系数权值的求取关系到数值滤波算

法的精度，其大致可以分为 ３ 类：傅里叶变换法、
Ｗｉｅｎｅｒ－Ｈｏｐｆ 最小二乘法、直接求取方法。 这些方

法都是以已知的有解析解的汉克尔积分式为基础，
根据褶积理论，滤波响应决定已知的输入输出函数

对来获取滤波系数权值。
（１）Ｊｏｈａｎｓｏｎ ２００ 滤波［１９］：

ｆ（ ｒ） ＝ ∑ １２４

ｉ ＝ －７５
［Ｋ（ｅａｉ ／ ｒ）］Ｗｉ{ } ／ ｒ （１）

其中：ａ＝（ｌｎ１０） ／ １０，为采样间隔；Ｗｉ 为滤波权数；Ｋ
（ｅａｉ ／ ｒ）为汉克变换核函数。

（２）Ａｎｄｅｒｓｏｎ ８０１ 滤波［６］：
λ ｉ ＝ （１ ／ ｒ） × １０［ａ＋（ ｉ －１） ｓ］ （２）

ｆ（ ｒ） ＝ ∑ ｎ

ｉ ＝ １
Ｋ（λ ｉ）Ｗｉ{ } ／ ｒ （３）

式中： ｎ ＝ ８０１， ａ ＝ － １． ３０４９７７６３７２６５１２６ｅ ＋ ０１， ｓ ＝
０．０４３４２９４４８１９０３３ｅ－０２ 为已知的常数；Ｗｉ 为滤波权

数；Ｋ（λ ｉ）为汉克尔变换核函数。
（３）Ｇｕｐｔａｓａｒｍａ 与 Ｂ．Ｓｉｎｇｈ 滤波［１４］：

λ ｉ ＝ （１ ／ ｒ） × １０［ａ＋（ ｉ －１） ｓ］ （４）

ｆ（ ｒ） ＝ ∑ ｎ

ｉ ＝ １
Ｋ（λ ｉ）Ｗｉ{ } ／ ｒ （５）

其中：计算零阶汉克尔变换采用线性滤波器系数

Ｇ＆Ｓ１２０，ｎ＝ １２０，ａ ＝ －８．３８８５００，ｓ ＝ ９．０４２２６４６８６７ｅ－
０２；计算一阶汉克尔变换采用线性滤波器系数

Ｇ＆Ｓ１４０，ｎ＝ １４０，ａ ＝ －７．９１００１９１９０，ｓ ＝ ８．７９６７１４３９５ｅ
－０２；Ｗｉ 为滤波权数；Ｋ（λ ｉ）为汉克尔变换核函数。

（４）Ｋｏｎｇ 滤波［１５］：

ｆ（ ｒ） ＝ ∑ ｎ

ｉ ＝ －ｎ
Ｋ（ｅａｉ ／ ｒ）Ｗｉ{ } ／ ｒ （６）

其中：当 ｎ ＝ １２１ 时， ａ ＝ ０． １１５；当 ｎ ＝ ２４１ 时， ａ ＝
０．０６５；Ｗｉ 为滤波权数；Ｋ（ ｅａｉ ／ ｒ）为汉克尔变换核函

数。

２　 算法验证

选用以下 ４ 个存在解析解的汉克尔数值积分例

子进行验证：
算例 １：

∫∞
０
λｅ －λ２Ｊ０（λｒ）ｄλ ＝ （１ ／ ２）ｅ －ｒ２ ／ ４ （７）

　 　 图 １ 和图 ２ 分别是零阶滤波系数的计算结果和

图 １　 算例 １ 数值计算与解析解的对比

图 ２　 算例 １ 数值计算与解析解的相对误差曲线

相对误差曲线，积分函数自变量取 ｒ ＝ ０．０１ ～ ５．０。 从

图中易知，５ 套数字滤波的快速汉克尔变换算法在

逼近相应的理论解析解时，不存在振荡现象，且计算

精度高［１６］。 当 ｒ＜０．８ 时，Ｋｏｎｇ１２１ 滤波结果的计算

精度低于 Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 滤波；当 ｒ＞ ０． ８ 时，Ｋｏｎｇ１２１
滤波方法的计算精度比 Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 滤波高。 从整

体上看， 滤波方法计算精度从高到低， 依次为

Ｋｏｎｇ２４１ 滤波， Ｋｏｎｇ１２１ 滤波， Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 滤波，
Ｇ＆Ｓ１２０ 滤波，Ｊｏｈａｎｓｏｎ２００ 滤波；其中 Ｋｏｎｇ２４１ 计算

精度约数量级，其余 ４ 套滤波计算精度都小于

Ｋｏｎｇ２４１ 滤波；这表明 Ｋｏｎｇ２４１ 滤波方法具有较高

的稳定性。
算例 ２：

∫∞
０
λ２ｅ －λ２Ｊ１（λｒ）ｄλ ＝ （ ｒ ／ ４）ｅ －ｒ２ ／ ４ （８）

　 　 图 ３ 和图 ４ 分别是一阶滤波系数的数值计算结

果和相对误差曲线，积分函数自变量取 ｒ ＝ ０． ０１ ～
５．０。 从图中容易看出，５ 套数字滤波方法的数值计

算曲线形态与理论解析解一致，不存在振荡现象，且
计算精度高［２０］。 当 ｒ＜１．２ 时，Ｋｏｎｇ１２１ 滤波方法的
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图 ３　 算例 ２ 数值计算与解析解的对比

图 ４　 算例 ２ 数值计算与解析解的相对误差曲线

计算精度不如 Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 滤波高；当 ｒ ＞ ０． ８ 时，
Ｋｏｎｇ１２１ 滤波方法的计算精度小于 Ｇ＆Ｓ１４０ 滤波；
当 ｒ 接近 ０．０１ 时，Ｋｏｎｇ１２１ 滤波方法的计算精度比

Ｊｏｈａｎｓｏｎ２００ 滤波差；从整体上看，滤波方法计算精

度从高到低，依次为 Ｋｏｎｇ２４１ 滤波、Ｋｏｎｇ１２１ 滤波、
Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 滤波、Ｇ＆Ｓ１４０ 滤波、Ｊｏｈａｎｓｏｎ２００ 滤波。
从图 ４ 容易看出，Ｋｏｎｇ２４１ 计算精度约数量级，比其

余 ４ 套滤波方法计算精度高出几个数量级；因此，
Ｋｏｎｇ２４１ 滤波算法适用性好。

电磁法勘探中，对于大发收距电磁场计算时常

常出现以下式（９）和式（１０）的积分：

∫∞
０

ｋ
β
ｅ －β｜ ｚ－ｚ＇｜ Ｊ０（ｋρ）ｄｋ ＝ ｅ －ｒＲ

Ｒ
（９）

∫∞
０

ｋ２

β
ｅ －β｜ ｚ－ｚ＇｜ Ｊ０（ｋρ）ｄｋ ＝ ρ ｅ

－ｒＲ

Ｒ３ （γＲ ＋ １） （１０）

Ｒ ＝ ρ２ ＋ ｚ＇２ ，γ ＝ ｉ２πμ０ ｆσ ，β ＝ ｋ２ － γ２

式中：ｚ＇为发射源离地面的高度；ｚ 为接收点距地面

的高度；ｆ 为发射频率；σ 为介质电导率；Ｒ 为发收

距；γ 和 β 为相应的组合参数。
选取如下参数值进行试算：ｚ ＇ ＝ ５０ ｍ，ｚ ＝ ０， ｆ ＝

１ Ｈｚ，σ＝ ３．２ ｓ ／ ｍ。

图 ５　 积分式（９）数值计算与解析解的对比

图 ６　 积分式（９）数值计算与解析解的相对误差曲线

图 ５ 为式（９）数值计算与解析解的对比，积分

函数自变量取 ｒ ＝ １ ～ １５ ０００ ｍ。 当 ｒ＜３ ０００ ｍ 时，５
套滤波计算结果的曲线形态与解析解一致；随着 ｒ
值继续增大，滤波结果曲线相继与解析解产生明显

偏差；Ｊｏｈａｎｓｏｎ２００，Ｇ＆Ｓ１２０，Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１，Ｋｏｎｇ１２１，
Ｋｏｎｇ２４１ 滤波分别在收发距约为 ｒ ＝ ３ ０００，４ ０００，
６ ０００，６ ５００，１０ ０００ ｍ 开始出现分异。 图 ６ 为积分

式（９）数值计算与解析解的相对误差曲线；由图所

知，５ 套滤波的计算精度均随着发收距的增大而降

低。
图 ７ 和图 ８ 分别为式（１０）的数值计算与解析

解的对比和相对误差曲线，积分函数自变量取 ｒ ＝ １
～１５ ０００ ｍ。 当 ｒ＜２ ７００ ｍ 时，５ 套数字滤波算法的

结果逼近相应的理论解析解；随着 ｒ 值继续增大，滤
波结果曲线与解析解出现分异且随 ｒ 值增大而更加

显著。 Ｇ＆Ｓ１４０ 滤波约 ｒ＝ ２ ７００ ｍ 时开始出现偏差；
Ｊｏｈａｎｓｏｎ ２００ 滤波约 ｒ＝ ３ ０００ ｍ 时出现偏差；Ａｎｄｅｒ⁃
ｓｏｎ８０１ 和 Ｋｏｎｇ１２１ 滤波约 ｒ＝ ６ ０００ ｍ 时开始出现偏

差；Ｋｏｎｇ２４１ 滤波约 ｒ ＝ １０ ０００ ｍ 时出现偏差。 从图
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８ 易知，５ 套滤波的计算精度均与发收距反相关。
５ 种高精度滤波分别对于含有零、一阶贝塞尔

函数积分式（９）和式（１０）进行计算，经上述分析表

明，Ｋｏｎｇ２４１ 滤波具有较高的计算精度，更适合长收

发距电磁场计算。

图 ７　 积分式（１０）数值计算与解析解的对比

图 ８　 积分式（１０）数值计算与解析解的相对误差曲线

３　 数值算例

３．１　 水平电偶极子

海洋水平电偶极子产生水平电场的 Ｅｐ 分量

（取沿着电偶源轴线方向）和垂直电场分量的表达

式［２１］：

Ｅρ ＝ ＩＬ
４πσ∫

∞

０
Ｓ（ｋρ）β０ＲＴＭ －

Ｊ１（ｋρ）
ρ

ｒ２０
β０

ＲＴＥ ｅ －β０（ ｚ＋ｚ＇） ｄｋ

－ ＩＬ
４πσ∫

∞

０
Ｊ０（ｋρ）ｋβ０ －

Ｊ１（ｋρ
ρ

ｋ２

β０
ｅ －β０｜ ｚ－ｚ＇｜ ｄｋ （１１）

Ｅｚ ＝ － ＩＬ
４πσ∫

∞

０
ＲＴＭｅ

－β０（ ｚ＋ｚ＇） ＋ ｅ －β０｜ ｚ－ｚ＇｜[ ] ｋ２Ｊ１（ｋρ）ｄｋ

（１２）

其中：Ｓ（ｋρ）＝ ｋＪ０（ｋρ）－
Ｊ１（ｋρ）

ρ
。 式中，Ｉ 为通入偶极

源的电流强度；Ｌ 为偶极子长度，取海底介质电导率

取值为 １ Ｓ ／ ｍ；其余参数描述如同式（９）和式（１０）
的变量一致且选取参数值相同。

图 ９　 电场 Ｅρ 的幅值

图 １０　 电场 Ｅρ 的相位

图 ９ 和图 １０ 是场源为海洋水平电偶极子计算

场的对比结果。 尽管这个问题的解析解是未知的，
但众所周知在远场的衰减率与波在均匀海底介质的

传播情况相一致［１５］，因此，Ｋｏｎｇ２４１ 滤波算法的电

场 Ｅρ 幅值和相位随着收发距变化近似于线性变化，
跟上述积分式（９）和式（１０）的解析解的线性变化相

似，甚至可以计算出远场微弱的幅值（当 ｒ ＝ １５ ０００
ｍ 时，Ｅρ ＝ １０－２５Ｖ ／ ｍ）；其余 Ｋｏｎｇ１２１ 和 Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１
滤波结果曲线在远场区均与 Ｋｏｎｇ２４１ 滤波结果出现

偏差。
图 １１ 和图 １２ 分别是电场 Ｅｚ 的幅值和相位随

着收发距变化曲线。 对 Ｋｏｎｇ２４１ 和 Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 滤

波结果进行比较；当 ｒ＜１１ ０００ ｍ 时，２ 种滤波算法曲

线形态一致；当 ｒ＞１１ ０００ ｍ 时，则出现了分异。

３．２　 垂直磁偶极子

井中垂直磁偶极子的二次磁场 Ｈｚ 分量表达

·５６·
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图 １１　 电场 Ｅｚ 的幅值

图 １２　 电场 Ｅｚ 的相位

式［２２］：

Ｈｚ（ ｚ） ＝ Ｉａ
２ ∫

∞

０

λ２

ａ０
ｅｘｐ（ － ａ０ｚｓ）［Ｔｅｘｐ（ａ１ｚ） －

ｅｘｐ（ａ０ｚ）］Ｊ１（λａ）ｄλ　 　 ｚ ≤ ０ （１３）

Ｈｚ（ ｚ） ＝ Ｉａ
２ ∫

∞

０

λ２

ａ０
Ｒｅｘｐ

［ － ａ０（ ｚ ＋ ｚｓ）］Ｊ１（λａ）ｄλ　 　 ｚ ≥ ０ （１４）
其中：Ｒ＝（ａ０－ａ１） ／ （ａ０＋ａ１），ａ２

ｊ ＝λ２－ｉμ０ωσ ｊ，ｊ＝ ０，１
选取如下参数值进行试算： Ｉ ＝ １．０ｅ＋１０Ａ， ｆ ＝

２．５ｅ＋０６Ｈｚ，ｚｓ ＝ １．５ ｍ，ａ ＝ ０．０１ｍ，σ０ ＝ ０．１ｓ ／ ｍ，σ１ ＝
１ｓ ／ ｍ。

图 １４、图 １５ 分别是二次磁场 Ｈｚ 的幅值和相位

随着深度 ｚ 的变化曲线。 图 １４ 中点划线和叉号表

示磁场 Ｈｚ 的实分量，实线和圆圈表示磁场 Ｈｚ 的虚

分量；图 １５ 表示磁场 Ｈｚ 相位曲线。 图中曲线光滑，
不存在振荡现象，Ｋｏｎｇ２４１ 与 Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 的计算结

果宏观上一致，但前者计算效率高于后者。

４　 结论

（１）汉克尔滤波系数的计算精度，并不一定随

图 １３　 井中地电模型的示意图

图 １４　 电场 Ｈｚ 的幅值

图 １５　 电场 Ｈｚ 的相位

着滤波系数个数的增多而提高，如文中 Ｋｏｎｇ２４１ 点

滤波系数比 Ａｎｄｅｒｓｏｎ８０１ 点系数计算精度高。
（２）采用 ５ 种高精度滤波算法分别对存在解析

解并含有零阶和一阶贝塞尔函数的汉克尔数值积分

式（７）至（１０）进行计算；经计算结果对比分析表明，
Ｋｏｎｇ２４１ 滤波系数的计算精度最高，且无论自变量 ｒ
取值大还是取值小，其应用效果最好。

总之，基于 ５ 套常用的高精度快速汉克尔滤波

·６６·
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系数在电磁法数值计算中的相关比较，均能较好地

应用于电磁法数值计算。
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Ｈａｎｋｅｌ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｐｌａｙ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｐａｒｔ ｉｎ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｏｒｗａｒｄ ｍｏｄｅｌｉｎｇ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｓ ｈｉｇｈ ｅｆｆｉ⁃
ｃｉｅｎｔ， ｏｖｅｒｃｏｍｅ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ａｎｄ ｈｉｇｈ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｋｅｒｎｅｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ａｎｄ ｂｅｃｏｍｅ ｔｈｅ ｍｏｓｔ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ
ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｈａｎｋｅｌ ｉｎｔｅｇｒａｌ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ， ｂｙ ｕｓｉｎｇ Ｈａｎｋｅｌ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｗｈｉｃｈ ｈａｓ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ
ｃｏｍｐａｒｉｎｇ ｆｉｖｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ， ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｓｕｍｍａ⁃
ｒｉｚｅｄ． Ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔ ｉｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ａｌｌ ｆｉｖｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｈａｖｅ ｎｏ ｏｓｃｉｌｌａ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ ｈａｖｅ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｃｙ ｆｏｒ Ｈａｎｋｅｌ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｆ ｔｒａｎｓｍｉｔ－ｒｅ⁃
ｃｅｉｖｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ， ａｎｄ ｉｓ ｎｏｔ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｂｙ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ． Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ ｐｒｏ⁃
ｄｕｃｅｄ ｂｙ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｉｐｏｌｅ ａｎｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｄｉｐｏｌｅ ａｒｅ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｆｉｖｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔａｎｔ ｆｉｅｌｄｓ ａｒｅ ｓｕｂｓｔａｎｔｉａｌｌｙ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｈａｎｋｅｌ ｉｎｔｅｇｒａｌ； ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ； ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄ
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