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·水文地质·

马尔可夫链模型在地下水水位预测中的应用
�

宋印胜
(山东省鲁南地质工程勘察院)

　　提要　作者将鲁南地区一水文观测孔的 92次地下水水位月平均监测数据,划分了 10种

状态范围,运用马尔可夫链模型,对未来地下水水位进行状态范围预测。在与实际监测资料进

行对比的基础上,验证了马尔可夫链理论在地下水水位预测中的可行性及可靠性,并对运用

中的具体问题进行了探讨。

关键词　马尔可夫链　地下水水位预测　状态划分　状态概率　转移概率

0　引言

马尔可夫过程 (M arkov P rocess)是研究事物状态及状态转移的理论。它通过对事物

所处不同状态的初始概率以及状态之间的转移概率关系,来确定事物所处状态的变化趋

势,从而达到预测的目的。马尔可夫 (M arkov. A. A )于 1907年用数学的方法分析了布朗

运动的随机过程,后来称之为马尔可夫过程。40年代A. N. 卡尔曼哥隆等人又发展了马尔

可夫理论,到目前,这个理论已广泛用于气象、生态及经济学等领域的预测研究[1, 2, 3 ]。

1　马尔可夫链预测模型

马尔可夫过程是较普遍随机过程的一种,该过程考虑了以前事件对后来事件的影响,

即从一种状态转移到另一种状态,随时间变化所作的状态转移,且状态转移具有概率性

质。时间离散、状态离散的马尔可夫过程称为马尔可夫链。对一重 (一阶)平稳的马尔可夫

链,系统每次转移,仅依赖于前一次的状态 i,与更前一次的状态 i- 1无关,且这个概率与

几次转移无关[4 ]。

在马尔可夫链中,系统状态的转移可用概率矩阵 P 表示:

P =

P 11, P 12,⋯P 1m

P 21, P 22,⋯P 2m

û　　û　　　û

P m 1, P m 2,⋯P mm

t到 t+ 1时刻,状态从 S i转移为 S j的频数 n ij与总频数 n 之比 (频率) ,则为状态 S i转
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移为 S i的转移概率:

P ij =
n ij

n
(1)

从任何一个状态出发,经过一次转移,必然出现该系统所有状态中的一个,故 2
m

j= 1
P ij=

1,其中系统停留状态 i的概率 P ij包含在内。由于 P ij是概率,则 0≤P ij≤1, i, j= 1, 2,⋯m。

设初始 (0步)处于状态 S i的概率为A i (0) ,从状态 S i转移到状态 S j的概率为 P ij,在

第一步处于的状态 S j的概率为A j (1) ,按照贝叶斯 (Bayes)公式:

P (A ,B ) = P (A ) P (B öA ) (2)

则有: A j (1) = A j (0) P ij (3)

若从第 n 步推广到 n+ 1步便有:

A j (n+ 1) = A j (n) P ij (4)

若研究的事物在 n 步有m 种状态,则在 n+ 1步可能转入状态 S j的概率为:

A j (n+ 1) = A 1 (n) P 1j+ A 2 (n) P 2j+ ⋯+ A m (n) P m j

= 2
m

j= 1
A j (n) P ij (5)

　　如果考虑到从零步到第一步转移过程, j= 1, 2,⋯m ;由 (5)式得:

j= 1,A 1 (1) = A 1 (0) P 11+ A 2 (0) P 21+ ⋯+ A m (0) P m 1

j= 2,A 2 (1) = A 1 (0) P 12+ A 2 (0) P 22+ ⋯+ A m (0) P m 2

û　　û　　　　û　　　　　û　　　　　　û

j= m ,A m (1) = A 1 (0) P 1m + A 2 (0) P 2m + ⋯+ A m (0) P mm

上述方程组表示为:

[A 1 (1) ,A 2 (1) ,⋯A m (1) ]

= [A 1 (0) ,A 2 (0) ,⋯A m (0) ]·

P 11, P 12,⋯P 1m

P 21, P 22,⋯P 2m

û　　û　　　û

P m 1, P m 2⋯P mm

令A 1 (1) = [A 1 (1) ,A 2 (1) ,⋯A m (1) ],A (0) = [A 1 (0) , A 2 (0) ,⋯A m (0) ]

则 A 1 (1) = A (0) P (6)

从 n 步推广到 n+ 1步得:

A (n+ 1) = A (n) P (7)

可以导出: n= 0时,A (1) = A (0) P

n= 1时,A (2) = A (1) P = A (0) P
2

n= 2时,A (3) = A (2) P = A (0) P
3

⋯

n= n- 1时,A (n) = A (0) P
n (8)

(8)式称为马尔可夫链预测模型,它表示只要知道状态转移概率矩阵,就可以根据初

始时刻处于各状态的概率来预测以后任一时刻各状态的概率。

随着过程的持续发展,初始阶段的影响将逐步消失,系统在 n 时刻处于 S j的概率与

53　　1期　　　　　　　　宋印胜: 马尔可夫链模型在地下水水位预测中的应用　　　　　　　　　　



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

初始状态无关,仅决定于转移概率矩阵。当 n→∞,绝对概率分布 P
(n)收敛于一个独立的

初始分布 P
(0)的极限概率 P ,

lim
n→∞

P
(0) = P ,这时系统状态趋于一个稳定状态。

2　独立假设检验

运用马尔可夫链理论,首先要判断转移概率矩阵,是否具有马尔可夫链性质,因而需

要从统计上进行假设检验。假如研究的事物之间是相互独立的,设计一个检验这种假设的

统计量 Κ。

Κ=
m
Π (

P j

P ij
) n ij　ij

又可写成便于计算的形式:

- 2L nΚ= 2 2
m

i= 1
2
m

j= 1
n ijL n (

P ij

P j
) (9)

这里- 2L nΚ近似于带有 (m - 1) 2 自由度的 x2 分布, n ij为转移频数矩阵中 i行 j列元

素, P ij为转移概率矩阵中 i行 j列元素,其中:

P j=
2
m

i= 1
n ij

2
m

i= 1
2
m

j= 1
n ij

(10)

若- 2L n 计算值大于根据自由度 (m - 1) 2 适当选取置信度下 x2 分布表值,则假设被

拒绝,接受相反的假设,说明研究事物状态之间具有马尔可夫链性质。

3　地下水水位动态预测实例

鲁南地区一山前冲洪积平原下游地下水水位监测孔 (217 号) ,孔深 150m ,开采并观

测 50～ 150m ,微承压水。50m 以上弱透水层岩性为粉土、粉质粘土和粘土,含水层岩性以

细砂和中细砂为主。50～ 150m 段,含水层由 7至 9层中、粗砂组成,总厚度为 36～ 42m ,相

对隔水层为粉质粘土和粘土; 地下水水位动态属入渗—开采型; 单井涌水量为 1800～

2500m 3öd; 地下水靠大气降水、河流侧渗及来自山前倾斜平原的侧向径流补给; 工业及生

活用水为主要排泄方式。潜水与微承压水之间水力联系密切,存在“天窗式”补给,即潜水

补给微承压水。根据地下水水位监测资料 (表 1) ,在 1985年 1月至 1992年 8月份的监测

资料中,地下水月平均水位最高为 341333m (黄海高程,下同) ,最低为 241574m。因地下水

在补给和开采状态的时空上有很大离散性,从而显示出地下水水位有较强的随机特征。

为了符合马尔可夫链预测要求,把地下水水位由低到高划分为 10 个状态级别标准

(表 2) ,并依此把每月的监测资料进行状态划分和统计,先统计各状态级别出现的总次

数,然后统计每个状态级别后面出现各状态级别的次数。显然在 92次监测数据中,出现水

位< 26m 的有 4 次,水位在 26～ 27m 的为 9 次,⋯⋯。在 1 级状态 (< 26m )后转为 1 级

状 态的有2次 , 转为2级状态的有1次 , 无转移1次 ( 1 9 9 2年8月 ) ; 2级状态9次中 , 其
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表 2　状态划分标准表

Table 2　Standard values of sta te d iv is ion

状态级别 水位特征 (m ) 出现频数 注
1 < 26 4 无转移 1个
2 26～ 27 9
3 27～ 28 8
4 28～ 29 14
5 29～ 30 13
6 30～ 31 10
7 31～ 32 12
8 32～ 33 6
9 33～ 34 14

10 > 34 2

表 3　地下水水位各状态转移统计表

Table 3　Statistics of sta te tran sfer of underground water levels

级别 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 2
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 3
2 2 6 0 0 1 0 0 0 0 0 9
3 0 2 4 2 0 0 0 0 0 0 8
4 0 0 4 8 1 0 0 1 0 0 14
5 0 0 0 4 6 2 0 0 1 0 13
6 0 0 0 0 4 4 2 0 0 0 10
7 0 0 0 0 1 4 6 1 0 0 12
8 0 0 0 0 0 0 4 2 0 0 6
9 0 0 0 0 0 0 0 2 11 1 14

10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2

由表 3及 (1)式得转移概率矩阵。

P =

0. 667　0. 333　　0　　　0　　　0　　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0

0. 222　0. 667　　0　　　0　　　0. 111　　0　　　0　　　0　　　0　　　0

0　　　01250　　0. 500　0. 250　0　　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0

0　　　0　　　　0. 286　0. 571　0. 071　　0　　　0　　　0. 071　0　　　0

0　　　0　　　　0　　　0. 308　0. 462　　0. 154　0　　　0　　　0. 077　0

0　　　0　　　　0　　　0　　　0. 400　　0. 400　0. 200　0　　　0　　　0

0　　　0　　　　0　　　0　　　0. 083　　0. 333　0. 500　0. 083　0　　　0

0　　　0　　　　0　　　0　　　0　　　　0　　　0. 667　0. 333　0　　　0

0　　　0　　　　0　　　0　　　0　　　　0　　　0　　　0. 143　0. 786　0. 071

0　　　0　　　　0　　　0　　　0　　　　0　　　0　　　0　　　0. 500　0. 500
中转为 1级状态的 2次,转为 2级状态的为 6次,转为 5级状态的为 1次,⋯⋯。仿此便得

到地下水水位状态转移频数矩阵 (表 3)。统计检验, 2
m

i= 1
2
m

j= 1
n ij= 91,则:

P j= (0. 033, 0. 099, 0. 088, 0. 154, 0. 143, 0. 110, 0. 132, 0. 066, 0. 154, 0. 022)

由计算得- 2L nΚ= 226. 506,地下水水位为 10个状态,序列自由度为 81,当选择置信

水平 Α= 0. 05时,查 x2 分布表得 103,显然 2261506> 103,可以拒绝独立假设,说明地下

水水位各状态之间不独立,具有马尔可夫链性质。
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P ij

P j
=

20. 182 3. 364　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　　0　　　0

6. 727　6. 737　0　　　0　　　0. 776　0　　　0　　　0　　　　0　　　0

0　　　2. 525　5. 682　1. 623　0　　　0　　　0　　　0　　　　0　　　0

0　　　0　　　3. 250　3. 708　0. 497　0　　　0　　　1. 076　　0　　　0

0　　　0　　　0　　　2. 000　3. 231　1. 400　0　　　0　　　　0. 500　0

0　　　0　　　0　　　0　　　2. 797　3. 636　1. 515　0　　　　0　　　0

0　　　0　　　0　　　0　　　0. 580　3. 027　3. 788　1. 258　　0　　　0

0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　5. 053　5. 046　　0　　　0

0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　2. 167　　5. 104　3. 227

0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　0　　　　3. 247　22. 727
地下水水位高低程度用 10种状态 (等级)刻划,各状态出现的可能性大小用状态概率

A i ( t)表示, i= 1, 2⋯10; t为预测月份刻度。各状态对应的状态概率构成状态概率向量,A t

= (A 1 ( t) ,A 2 ( t) ,⋯A 10 ( t)。该水位预测基准 ( t= 0)的水位处于 1级,其它各级状态概率均

为 0,则初始状态概率向量A (0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)。为了预测 1992年 9月至 12

月份该监测孔可能出现的水位状态,则需要计算各预测月的状态概率向量A ( t) , t= 1, 2,

3, 4。由 (8)式可递推 1992年 9月份的水位状态概率向量为:

　　　　　　　A (1) = A (0) P = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)·P

= (0. 667, 0. 333, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

仿此可计算出其它各月的月平均水位状态概率向量,即:

　A (2) = A (1) P = (0. 519, 0. 444, 0, 0, 0. 037, 0, 0, 0, 0, 0)

　A (3) = A (2) P = (0. 445, 0. 461, 0, 0. 011, 0. 066, 0. 006, 0, 0, 0. 003, 0)

　A (4) = A (3) P = (0. 401, 0. 461, 0. 003, 0. 027, 0. 086, 0. 013, 0. 001, 0. 001, 0. 007, 0)

根据上述预测, 1992年 9月、10月水位属于 1级状态概率占绝对优势; 1992年 11月

至 12 月份水位属 1 级状态的概率与属 2 级状态的概率较接近,属 1 级状态的概率略大

1%～ 6%。从地下水监测获得的信息可知, 1992年 9月至 12月份实际月平均水位分别为

251481m、25. 534m、24. 964m 和 241682m ,这与用马尔可夫链模型预测的状态基本吻合。

4　应用探讨

马尔可夫链模型,是以概率论为基础,对平稳随机现象用自回归过程方法进行定量预

测的模型[5 ]。基于事物未来状况出现的概率不是恒定的,而是随时间或状态遵循某一规律

变化。而后一阶段 (一阶)的客观状况的概率,仅由它相邻前一阶段的概率所决定,与其它

阶段的概率无关为建模基础;而事物历史监测数据、状态划分和状态转移概率是建模预测

的必备条件。

从理论上讲,历史数据愈长,状态划分愈多,预测精度愈高。但目前对状态划分数目和

预测步长无统一标准,状态划分过多,导致各状态样本点少;转移概率规律性不强;预测步

长过长,未把新近状态转移信息加进去,会使预测精度降低。笔者认为状态划分数目,应满

足各状态平均出现频数大于二分之一状态数目;预测步长应小于状态数目。
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本文应用马尔可夫链模型预测未来地下水水位状态,显示了较高的可信度及可行性。

随着监测数据的增多,可把新信息加入,不断修正转移概率矩阵,建立地下水水位预测模

型群,通过有效的预测,以期达到管理、监督开发地下水资源和提供早做科学决策依据的

目的,对保障和促进经济的发展无疑有着现实意义。

地下水水位是地下水补、径、排条件信息的综合反映,对未来突变事件难以做出真切

的预测,这也是所有预测模型共同的弱点。该模型已把历史信息 (含突变事件)考虑进去,

在一般情况下,能够获得较高精度的预测。随着地质科学研究精度提高和资料的积累,马

尔可夫链模型在水工环地质及地层和古生物等方面会有广阔的应用前景。
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APPL ICAT ION OF M ARKOV IAN CHA IN

MOD EL TO THE PRED ICAT ION OF UND ERGROUND

W ATER L EVEL

Song Y in sheng

(L unan Geolog ic- eng ineering Institu te)

Abstract

　　A cco rding to 92 t im es mon ito ring datas of underground w ater levels in L unan w h ich

are mon th ly averaged, 10 types sta tes w ere divided. T he underground w ater levels in the

fu tu re can be p redica ted by M arkovian chain model. O n the basis of comparasion w ith

the real mon ito ring datas, the p ract icab leness and reliab ility of M arkovian chain model

are exam ined, and individual issues rela ted are disscu sed as w ell.

　　Key words:M arkovian chain, p red ica t ion of underground w ater level, sta te d ivision,

sta te ra t io , varia t ion ra t io
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