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山东省 济 宁市 地 下 水质模拟 及 其

污 染趋 势预 测试验研 究 之 二

许 人 冰

山东省地质矿产局

一
、

地下水水质模拟区水流与水质预测数学模型

一 水文地质模型的概化
、

模拟区边界类型的划分 模拟区东南部以老运河为界
,

用边界
,表示

,

视为定

水头
、

定浓度补给边界
,

定为第一类边界 在计算中
,

水位与浓度采用同期 枯水期 多次

测量结果之算术平均值
。

自县鱼种场向西北至红旗五金电镀厂一线
,

以边界 表示
,

该边界

为两个地下水降落漏斗之间的分水岭
,

并靠模拟区一侧
。

由于邻近分水岭
,

地下水仅来自分水

岭微量通过其进入模拟区
,

故视为弱透水边界
。

自红旗五金电镀厂向西北至电厂宿舍一线
,

与地下水流 向成大角度相交
,

仅能接受区外少量地下水之侧向补给
,

故亦定 为 弱 透 水 边

界
,

并以 表示
。

自电厂宿舍至发电厂西侧一线
,

邻近地下水降落漏斗中心
,

为 漠拟区排泄

地下水弓污染质的边界
,

定为透水边界
,

以 表示
。

自发电厂西侧向东南至程庄一线
,

为接

受京杭运河通过潜水侧向补给模拟区
,

其北端距漏斗中心较近
,

水头差人为加大而增强其侧

向补给能力
,

该边界以 表示并视为透水边界
。

自程庄向东至县土产仓库一线
,

因其南侧有

地区化肥厂地下水降落漏斗
,

所以该边界与 相似
,

以
。

表示
,

亦视为弱透水边界
。

上述之

至
。

边界
,

都不同程度接受地下水的侧向补给或排泄地下水
,

据 次统测资料证明
,

地下

水流和其中污染质 总铬 均是通过此边界进入区内或排泄到区外
,

故对水位和浓度而言将

以上各边界统定为第二类边界
。

利用模型进行预测时
,

二类边界通量是通过四年来多次对边界两侧之水位观测和水质监

测数据确定的
,

并布设垂直边界方向的数条长期观测孔
、

线
,

以进一步弄清边界的性质与变

化
,

再根据该市发展规划并结合已有的历史资料
,

寻取发展趋势
,

最后给出比例系数 见图
。

、

模拟区含水层类型的确定 模拟区内所研究的主要为两层承压含水层
,

按其岩性变

化和埋藏条件等分为三个区 见图
。

,

累积厚度约 米左右
,

上部砂层较厚

工区含水层一般埋藏于 一 米
,

岩性以细砂为
五 区含水层一般埋藏于 一 米

,

岩性以中砂为
,

累积厚度约 米左右
,

上部和下部砂层单层厚度均较大 区含水层一般埋藏于 一
,

岩性以中
、

粗砂为主
,

累积厚度约 米左右
,

下部砂层略好
。

主主米
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由于各含水砂层之间的连通性较好
,

故在计算中视为一个含水岩组
。

、

其他 模拟区内通过弥散试验证明
,

示踪剂在地下水中沿水流方向运移较快
,

同时

向两侧扩散
。

另外
,

在同一垂线上
, ’

水头和浓度变化不大
,

因此
,

在承压含水层中地下水流

动和溶质运移可视为二维运动
。

承压含水层和弱透水层的介质为非均质
,

基本上可认为是各

向同性的
、

水平的和不等厚的
。

溶质在运移过程中化学作用可以忽略
,

且与含水介质发生的

吸附作用较小
,

亦未予计算
。

模拟区内局部地带对承压含水层地下水的垂直补给与排泄
‘

包括区内之渗透砂坑 在计

算中以 “注入井 ” 形式处理
,

潜水对下部承压水的补给以越流形式处理
。

二 数学模型的建立

根据模拟区的水文地质条件
,

分别建立承压水运动微分方程和水动力一弥散方程
。

承压水运动微分方程 由质量守恒和达西定律
,

同时利用微元分析
,

,

在笛卡尔坐标系

中可得出二维承压水非稳定流偏微分方程为
二

, 、

协 一丈厂 吸 夕 七
, ,

少 一 一

式中 为导水系数
, 二 “ 为水力传导系数 和 均为二秩对称张

量
,

但由于把所研究的承压含水层视作各向同性
,

故 和 可转化为一标量 为含水层

厚度 终 为弹性释放系数 无量纲 为越流补给强度 为对单位面积含

水层抽水或注水的流量
,

抽水为正
,

注水为负
、

和 分别为横坐标
、

纵坐标二
·

和时间 , 、 、

为点
、

处 时刻的水头
。

水动力一弥散方程 根据质量守恒和水动力弥散理论及水
、

文地质条件分析
,

在笛 卡

尔坐标系中可得水动力一弥散方程为

己
, ,

一
、

万 , 一 而兀下。 ’“气
’ ’

” ’一丁二
· ·

”
·

、 一

、
一

器

石
。

台
‘

十

一
十

一
。

林

式中 为含水层的有效孔隙度 无量纲
、 丁、 为点

、

处 时刻的污染质 总

铬 浓度 , 为源或汇中所含污染质 总铬 浓度 林为释放或储存量的污染

质浓度
‘为越流量的污染质浓度 ℃为平均孔隙流速矢量

, ” 、 ” 为其两个分导 , “

它与水头 的关系为
。

一 耳 一

为水动力弥散系数
“ ,

二秩对称张量
,

但 由于含水层可视作各向同性
,

故笛
一

尔坐标

系中弥散系数 的四个分量可分别表示为

诚
,

吐二 “

祠
常 “ ,

面 一

‘ 夕

一 ‘“‘ 一 “‘ ’下丽
一 卜

一

诱 弄
二 “
不了

十 “‘

石「 ‘一
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式中 、、、 、 、 、 、、 、 、、是在忽略分子扩散情况下弥散系数的表示式
,

和 分别 砂为含

水层的纵向弥散度和横向弥散度
,

量纲
。

、

数学模型 根据以上建立的方程和初
、

始和边界条件
,

可归纳为如下定解间题

承压水方程初
、

始和边值问题

八

币丁 , 、
‘

‘
一

“ “, 一 。 。 , ,

吸丫 口 八 、 一
初始条啥二卜 义 , , ,

二

一

边 界条件
。。

, ,

,

「

,

日
二 , ,

, , 一 一

斋 。 ,

晋
‘贰 ,

〕
「万
一 , ,

一

式 汗言为 上的外法线单位向量
。

二 三
, , 二 , , , , , , ,

⋯
二

卜对流 —弥散方程定解问题
己 二 , 、

爪汀 ‘ 而不 ’ 气 ,
’ ·

「 ’一 币不 。 , 气
· ”

· · ’

已

。

一旦匕
。

一
,

初始条件
, ,

边 界条件

,

二

,

一

,
,

,
, 。 二

一 仁一

, , , , ,

一
,

。
、 夕 一石叮,

、

门
十 口 万二下

了

有
, 仁, 一

叹 下丁一
、 人

、

月
万了

’

」一
花 , 。 , ,

乙

, ,

⋯
胜、

一

因为溶混物质的密度 和粘度 件 可视为常数
,

故解题的步骤为 先由 解出



期 许人冰 山东省济宁市地下水质模拟及其污染趋势预测 试验研究之二

水头分布
,

再由运动方程 一 求出流速分量
,

进而 由 五 解出浓度分布
。

二
、

数学模型的求解方法

一 有限单元法 逛辽金法
、

化边值问题 和 为变分问题 如果对固定
, 、 、

和
、 ,

, 在 ,上分别取值
、 、

和
、 、 ,

且对任意月
,

和月
, 手 ’

、是一阶索另列夫空间
, 、。是 、的子空间 分别满足变分方程

。 如 二
。 ,

,

。卜 恤
。

鱼 一虹
林一觉七

, 一 七七一 万石一 二蔽厂
’

丽一尸 电
一

“ 一
‘

一
一 峨

十

仃
‘“ 一 , ,飞, 一 ‘

· , , ’。·

一

一 一

黔
·

十。 斋
, , ‘ ‘ 一

万
· 厂

, 、

廿 口 不不 ‘ , 不
一 ’

万蔺
一
几
而不 叹 万刃

〕 几 ,
气获甲 气二丁 二
川 ”

仃
卜 厂 飞

、 , 、

勺 一
,

‘, 叭
一

丽
一 ’万万石’十 万歹

‘

不荡
’

」 “ 一

工击
“ 二

, ‘ ,飞‘ ·

汀栽
、刀

石 “’一 ’、 飞
如一山旷一﹃仃

丈 一艺 夕

及初始条件 一 和 一
,

则称
、 、

和
、 、

分别为边值问

题 工 和 的广义解
。

、

剖分求解区域 在模拟区 的边界 上取有限个点
、

依次联成封闭

多边形 表示单元的最大直径
,

以此近似代替
,

并以 围成的多边形 区域 近似

代替
,

然后把 分割成 个三角形之和
。

从而得到一个三角形剖分 见 图
。

取三角形的顶点作为节点
,

每个三角形叫 “单元 ”
。

节点如落在区域 内称 “内节

点 ”
,

在第一边界上称 “第一边界点 ”
,

在第二边界上称 “第二边界点 ”
。

在第一边界和第

二边界之间规定为 “第一边界点 ”
。

节点编号
、 、

一
, 。

其中节点
· ,

为第一边界点
,

节点
, ⋯ ,

伙为第二边界点
,

节点
、

⋯ 为 内节点
。

单元编号△ 日
、

艺

⋯ , 二 ,

则 二
一

了 △日
。

节点 号点的坐标记为
, ,

⋯
, 。

、

构造基函数和线性形状函数 设以节点 为顶点的三角形 见图 的所有单元为

价个
,

则节点 的基函数定义为

, ‘ 。
,

,
亡戈

,

当
,

, ‘ 队 ‘ ,“ ,

一 ,
一

当
,

属于模拟区 的其他节点
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使形状函数为线性元
,

则在节点 上取 水头
,

和污染质 总铬 的浓度为
, ,

⋯ 的分片线性函数可分别表示为

、 、 二 三 甲
、

飞
、、

一
犷

、
手
、

艺 甲
、

一

一 止
、、

尤 ,

仑
,

为

在边界
,

上为零的任意分片光滑函数讯 和 ” 可表示为 图 点面积坐标图

,

乙 甲。 ,

一

和

刹 式中‘

二 ,

乙 甲。 ,

二 内节点 十
‘,

任意常数

一
边界点数

, , “ , 。

、

建立有限元方程 解边优问题 和 五 的有限元法
,

可归纳成为求一个在边

界 上分另取已知值 和
,

的分片线性函数 一 和 一
,

使它们对于在边界 上

为零的任意分片光滑函数 一 和 一了 分别满足变分方程 一 和 一
,

即

即 万 。
·

辛
。

门
,

﹂云

乙

旦 , ,

广
,

乙 仁
万 甲

爵
·

鲁口
“ ‘ ,

。 一 。 甲

〕
甲 ,

仃厂
立﹂甲归

和 蕊奈
一 ·“ 〕”厂︼乙

〔

又,
一 ‘孟司

十
·

丁 一飞

仁
、。、

会
万·

合
,

贵
‘

斋
’

万
卿 下
命击 」

·
十

、、︸北一此

荆
, ,“‘ ” 念 一命

‘

念 二“
·‘ ”

。一叭

‘

甲 一 乙
、

一

,︸决︸入

叭

归云
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一 一 一 一 一 一 一一一一一 一 一一一一一一一一 一一一一一一

一
〔蒸击

。一
, 注 甲

〕。
·

睿红斋
￡

一
· ,甲 ‘、 ,

诬 ’ 、 。

油 和 的任意性得

甲
、

勺 二不兀一 ,,

‘”一
一一几于︸一印一

︸︸

一

·

普
甲 “‘, “ 一
仃 亡散
飞

一
“ 一 , 、 一 甲

︸。一山

「

。 一

仃
厂

,

万 艺
· ‘ 一万二一 十 口 一万丁一

‘ 人 少

甲夕
。

气一、一︸

仃万

十

和

,

己万
口 ‘

了尸
护 一 等

,

会
‘ 甲

。

,

甲
、

气
十 、一下 一 气二二一一一

厂 习
己 万

林

一 ,

〕
广

,

印
’

口 ,
,

石又 、下币下
亨

卜 一
一

不不
一 七月叭 一几而

二 , , 甲

。 。 , , 二

十 认万一二吸￡ 一 仁。 甲
哩 “ 吕

‘

, ,

一 一

务 一 和 一 式分另代入 一 和 一 式
,

得 确定 和
,

二
,

的常微分方程组的初值

卫互业上 受
。 , 。 ,

下 一
性一云

二瓜
,

·

二 , ,

⋯
,

‘多、飞
、

二

馨 争
‘ 云 “ 它 一艺

二 。 二 。‘、 ,
, 二 、

‘,曰

‘又和

、

系数的计算

计算 和
、

△日 则

若将弹性贮水系数尹在每个三角形单元内部视为常数
,

且 终
。 二 林日
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肠 轰军。
△”

年
,

一

林言 犷

△

从,艺

上生同理

,

△

乙 。言△
肠

, △

牛了、几
、

一一
︸︸

计算八 和
、 、

凿
’

岔
’十

甘
△

万气艺”,

在每个单元 内可视为常数
,

且在 内 二 ,

于是

一
,

万琶
,

咨君梦
‘
’·“尸‘

,

」
气乙 介 「品

十

戳门
, 梦 、 ‘

长 ‘
、 , , 七 八

年

△ “

和 在每个三角形 内可视为常数
,

且在第吕个三角形单元内 二 。 , “ 。 当每一个

固定时刻
, 、 、 、 、 丫 在每个单元日内亦为常数

,

且
、 、 二 、 丫、 、

、 丫丫 丫、 。 时

乙找,一 〔‘
、。 ,‘护

’

衅
’,“

’ ‘ 。凿
,

闷尸、

词理
,

此时
,

八
劣
’

」
八”
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,

式中 奋扮

二 一 兄
尸
〔
· 。‘”

’ ·,

, ‘尹」譬
么

认

一

器
「。 , , ,

,

‘ , , 。八 ”

一

器「贺认
毛

心认
, 澄认

、

〕
’、, 一

婴厂八
。

介
,

斜
。

〕
一 。

‘

计算每个单元流速分量后
,

可用如下公式计算每个节点处的流速分量
。

即 ,

、 ,

军代黔卉
‘

常
,

△日

一
,

卜
, ,

认 二

—
夕

,

气

—丁 下
△

式中 表示节点 到单元 的中心的距离
。

取 。 己时
,

去军
启

军币奋不
一 仁 些 一
么

一 一 今 一

八

△ 牛

, 么日

了少、
、

︸一
︸

言
二

计算 和 当浓度通量 和补给量 近似为线性变化
,

且
、

在每一个单元日

内为常数
、 , 时

,

则
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介
一

军命不 指
一‘ ‘

, ‘ 日

和 。 」

军午
‘ 一 ,

, ‘

当 和 为分片常数
,

且在 内分别为印和 。时
,

则

井一 丫
, 。 。

、 , 一 一 ‘ 曰

—
飞 尸 。 ·

权
, 尸 护

, 比

。“ 一 乙 碗 一导一
乍
‘ 。

,

日 「之选

计算 和 当越流补给强度 。是线性变化时
,

设节点 的补给强度为氏
, ,

⋯
, ,

且
、

在日内为常数 日
、

日时
,

则

一 气一 ,
,

乙
七 夕 气

, 一二一一

下
鱼土
一 △日

, ,
△

和 厄, 二

午 立拐生 旦立业
不瓦 ” 王‘ ’

, ,

△”

当越流补给强度 ￡在每一个三角形 上为常数印时
,

则 ,

军粤峨
、

△

补 写不气丁
,

一厄一 凸

△

取 。 二 一 △ ,

当
,

在 内为常数 卜 。时
,

,

八

自习记丫‘沐习
、

洲

必 、 计算 , 和百

不恙
一

斋
一 。 , 甲

、
, 一 一 △ 、 。 , 二 、

△
二二一二

一
二尸 、一

—
产七 、【 一 凸 吸产一万犷一

挂
’ 一
” 八 ‘
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一

一
一 一 一

一一
一一
一

一

一
一 一 一一 一 一一一一

声

一一 一
月一 一 一一 一 一

一
﹁,△一卜口护己、“

”, 二 一

方
。 , 』 , 二

网衡 当
, 。 在 ”内为常数 , 即可

艺
盘 歹

药

可得

二 一 替
么

言 戈,
。 ’

一 分
一

可可
” , 〕

式中 为节点 处抽水或注水的浓度
。

尤其当每一个三角形单元内和节点 处有一口井

点 处的抽水量或住水量
。

,

且 。和 分别表示第日个三角形内和
日 日二

, ,

⋯
,

和
、

︸︸,‘卜

二 , ,

吧

。 “

乙
协二 、

,

设并心坐标分别为 日
,

当 为如下形式

, 一 。, 一 为 千 一 , 一 ,

则

‘

军
。 ‘ 。,

、 , 一

八卜

瓤
日

。 , , ,

顶点 处的内角

芝上理一 丫
,

一
,

竺—兀

丫 。
·

,

︶。归一一一一︸

和

式中 。护场兰
」。为节点井 处抽水或注水流量污染质的浓度

。

由于把边值问题 和 五 已化为解常微分方程组的初值问题 一 和 一

式
,

用 隐格式求上两式的近似解便得如下两组线性代数方程组

写
,‘ 去 ‘‘’

。“ ’

,

护

尽‘
“ 一 士 ‘’”。‘”’

一
一 。

鬓矛
‘ 去 , ’”“ ‘’十

二 , ,

一
一 士

。峥口﹃︸
二了‘,

·

欺
‘“。 ·“

、 , ’““ , ’

一瓮
、 、‘、 ‘ , · 一

二 , ,

⋯
,

式中 , , ,

又 , 宕 百 乙

和 分别表示在节点 处 时间的水头和污染质 总铬 的浓度
。
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解联立方程组 一 和 一
,

并利用 一 式可得到 时刻节点 的浓度

值

, ,

。 厂 二 , ,

一
。

于是利用 ‘ 一 式
,

可得模拟区 上的浓度分布

。

二 矩形元一函数磨光法
为了使有限单元求解方法能适应以对流为主 的情形

,

提高计算精度
,

并克服数值弥散
,

而

采用矩阵元及磨光技术和井点析奇
,

使得以线性之解模型 所得到的水头
、 、

具有连续一阶导数
,

克服其所造成的速度不连续性和影响解模型 丑 的精度 , 同时在使用

矩形元中采用 了平面三免插值的办法
。

这就 甚本上克服了矩形有限元法处理边界不灵活的缺

点
。

、

数学模型

、、奋、了、了

卜几卜
‘、,声、厂性、

, ,

器卜命
‘

晋
, ‘ “

,

二代︸︸
一义己一山

一一

‘“︸﹃寸一浇

又

’ , , ’ 丁
· , , , ‘ ,

, ,

一 一一 一
’

己
’万万

一

牙

冗

, , “ · , ,

斋 击 斋
‘”二

·

器卜命
、

奇
,

、

二 。
、 介 、 三三

口

一
一

若牛 。、 币石一 , , , , 」 ,
一

二 ,

二

下 ‘
, ,

,

、
, ,

义 , ,

。 仁
。 一 、、

斋 滚
、》

铸 劝 , 一 斋
, 流 , 〕

, 二

甲 一 口‘

西
‘

、

矩形网格上的双线性华函数

双线性基函数的构造 设为矩形剖分
。

以 。日表示形心坐标为
、 。 的矩

形单元
,

单元的底和高分别为 日
,

日
,

单元的左下
、

右下
、

右上和左上四个顶点坐标分

别为
, , 、 , 、 , 。

和
‘ , 、 。

贝 厅丁构造出单元 。日上的双线性

插值基函数为
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一 一

。 , 。 ,

一 一

二 一
户 , 口 , 口 , 户 , 阳 , 门电月

·

。 , 该 ,

一 , 一 ,

“‘ ‘ ,,

砂砂 、‘夕讼讼

二二 一
‘ ‘ 网 ‘

。 , 。 ,

一 一

刁 一 ‘、
,

夕一 吸
,

夕一

二二 一

一
, 口‘ , 抽 门

。 , 。 , 一
图 基函数构造示愈图

而单元
。 ,上的形状函数皿四为

‘ , , , 二

兄 时粼 、
,

其中 为 时 刻 在 单 元 顶点
。 , 。

处的值
。

”

如图
,

根据单元插值基函教 一 ,
,

可知

节点
,

处的攀函
、

数应表示为

一 一 一 一

其‘一 卜 夕 一 、刁

。, 一 一 一

, 一 。 ,
「

一 一
②区 一

心
, 二

, , 一 , 一

、十 , 一 、 一

一 一、 , , 一

, 一 一 ,

一

③区

④区

羹函数的积分性质 如图
,

其他

设 。日为任一单元
,

在 吐把奋粼简记为 ,
。

则对任 意的 非 负整数
, 、

,

都有如下的积分公式成立
图 基函数积分单元

‘

形 斌甲 印 , , ‘

‘

,

困哑 托恤 熟 如 护
,

卿 护
, 。

‘

面
’ 、

。又
’ 、硒又

一 , 、万刃
, ,

‘一 ‘ ,
『‘ ’ “‘ · , 。。

饰
’ ‘ “ 才 ‘ ’, ‘ 一 一 , 橄

之 ,

, 千
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。俘

、‘试武‘鲁
,’鲁夕鲁尹鲁尹

,

二 一 介
。。 。。

击
, ” ”

’
命 “之

一 , 里 ,

一 一

‘ 场

一

, 介减 二

一
。卜

一

卜 ,不

艺

。

二 。, 扬掀甲物
人 ,

。二 叭 ,孙 吠
入仄石

〕
之几

〔 〕
汽 一八 】

其中 ‘ 、 , 、 ‘ 分别为 万又 , 、

不仄
。
的长度

。

数学模型的有限元方程

一月任一‘砚月一上工

数学模型 的奇点析出 为提高水头值本身的精度
,

并为以后的函数磨光提

供方便
,

首先对模型 进行奇点析出
。

以井心
、

为中心
, 、 为半径作圆 认 。 如 , 。 ,

把 认 。 与
。 。

’产 ’ 一 、 一 ’ 叮 ‘ ‘ ’ 子

一 。 “ ”一 “ 一
一 。 、 一护 一

一

“ 一
。 一

围成的园环形区域记为
,

这些园环可以相交亦可不相交
,

但不能越过边界
。

假定导水
一

, 一

一

系数 可视为分片常数
,

选择 使在 中 为撇
,

令

,

卜命 备
,

, ,
,

、 ,

鱼匕 、 ,

一 节节二 》一 一 台亡
歌

尹 ’ 二 ‘

一

,《 ,

《
, ,

一
争、‘

一一卜

再令
, 。 名 。 , , 一

则边值问题 化为如下的等价的边值问题 》
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舀。 「 ,

甲 如
、

已
,

一 沁 门 西
,

舀
、

己
,

一 加
、

一

万下 一 ,丽
、 ’飞反 ’宁 万一

、 ’一

石 勺
一 万 、 ’死一西

、 ’石
, 舀 “

‘ ,

。 二 。 二 。‘ ,
, 一 。‘

,
,

。

一 “
, , , ,

斋
。 二 ‘一 ,

’

才 ,

‘

‘ ,

二 , ,

⋯
,

企谬‘西”击仁

而边值问题
‘ ,

包括井心在内
, 已无奇异性

。

区域剖分及边界处理 如图
,

用平

行于坐标轴的直线 二 ‘ 二 , , ,

⋯
, ,

” , ,

⋯
,

剖分求解区域
。

沿 和 方向的步长分别为
一 卜一 二 , , ,二 ,

二 一
‘

一 二 , , 一 ,

若剖分是等距的
,

则 二 , 二 。

图 区域部分及边界处理示意图

图中的 是由靠近边界单元灼边
,

或对角线连成的封闭折线
。

网格交点称为节点
,

用
、

或
、

表示
, 、

表示节点 三
、

的坐

标
。

若在某边界单元上只有一个节点是外界点
,

则称正则外节点 。 非正则外节点的函数值一

般取为零值 函数磨光时可做其他处理
,

边界节点的函数值采用就近迁移法处理
,

正则外

节点的函数值采用平面三角插值法来求得
。

如阳
,

是一边界单元
,

在 上
,

、

为边界节点
,

为正则外节点
,

为内节点
。

定义 点的函数值为

。
一

矩形单元的形心点称为格点
,

用
,

在的单元记为
。。 。。也表示单元的面积

,

表示
,

它所
, 的形心坐

标记为 又
。 ,

元
,

格点与节点的坐标之间有如下关系

一 一 仅
“ 二 一一 乞

·‘ · ,

图

砚
」

知 止扣
扩

,’
‘ · ,

边界单元
”

劣点

示意夔
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把格点落在了内或 止的
·。的全体所组成的区域连同其周界一起记为己

。

用乙

近似地代替
。

、

’

有限元方程 在每个单元上做双线性插值
,

再由虚功原理
,

经过计算可以得

到模型
‘

和 在节点
,

处的有限元方程为

“

乙 乙 厂初
二 二

一一一,

二

,甘
卜︸卜二
叮,洲胶

,

。

’
一

二 。 , 一

和

另 乙 玩
二 二

瓦, 《伙

亏 少 飞
吸

, ,乙
、

万
二

二 ,

, ,

⋯
, 二 , , 二 , ,

一

一一

了‘、
、

一 和 一 式中所含未知数的个数并不 一定为 又 ,

其个数为内节点
、

第二边界节点
、

第二正则外节点个数之和
。

为书写方便仍写成上式
。

、

模型 工尹 和 亚 的求解 模型 工尹 可利用 一 的积 分公式算出有限

元方程 一 的系数
,

然后可用 隐洛式求 一工 式的近似解
。

模型 亚 的求解过

程为

》函数备
,
’ 的磨光 如前所述可 以求

卜

出 时刻 。 在
,

点处的近似
值 。。 。

。

利用节点基函数。。,可于区域己上
,

在节点
,
取给定的函数值。门 矛的

分片双线性函数
, , 二

户公
。应 ‘ ,

, 。。 ‘ ,

二 】二
一

它在每个单元上的内部光滑
,

在单元边界上连续
,

但其一阶偏导数在单元边界上发生间断
。

为以后需要
,

这里引进 次 样条函数

, 甲

号互
一

当

当

﹃

叭,卜了、、
,八
一︸一

,‘卜

盆

其中
釜

为 次半截单项式
。

等距剖分情况下石的一次磨光函数可 写成
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一
一口一一︸一

一乙石
, , 二

乙

为了提高弓周界上的拟合精度
,

可采用周界外延法
,

即先固定 《 《 ,

若

《沪 ,

’ 为弓周界上的节点
,

则外推定义

。、一
, , 二 。 一

。 ’ 、一 ,

其它情况可类似处理
。

延拓以后
,

把 一 中求和上下限改成

耳 干
。 , , 二

乙 乙
一 卜

。 , 。之 气生 ,。之

旱
,

按 《 一 式求出的瓦经过己周 界上的型值叭 ‘ , 。
’飞

为了提高磨光函数逼近原型值的精度
,

可采用盈亏修改法
,

即 先按 一

式求得舀
, , 二 石

,

再定义

舀 ‘ 一 二 。 一石 一

然后用。
‘ 代替 一 式中的 。

‘
按同一公式再磨光

。

不难证明
,

这样处理后
,

不 的精度可由关于 , 和 , 价提高到
‘
和

·

价
。

不等距剖分的情况下
,

首先由 一 式 求出
一

时刻在格点
,

日 二 , ,

⋯
, , ,

⋯
,

处的函数值

经过
之

了屯

材

, 了“
,

歹, , , 二刀 军
。 。 , ‘ , “ , 。

】 。

然后以 又
。 ,

歹。
,

矶。 为型值点进行二次磨光
,

经周界外延后
,

十

面 、
, ,

一二 乙 乙
妞 二 肠二

瓦。 。之 气乎
一 。 韦产

速度分量的表达式 因为‘ 为 的一次磨光函数
,

即

一 尸 丫 甲 气尸
一二二一』几一 、二 二

, ’一 ‘ 、 一‘竺石二二二一 、
。‘ 孟 、 万 ‘ 万 曰‘ 、 ,

, ‘

‘ 扫 公 一 了 ‘

故有

斋画
亡
气严, 〕会画氏产

十
妇
一

即 气产
一

刊
于是

, 扮

代登尹
二

馨虽
, 、 ,

益气 飞尸各咨 、
一 备

一

, 一 父

告 一 ,
一 布 一 去习
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山 东 地 质
一 目

一 一
碑

一
一一 声

一一一一 一

斋
二

暮琴一
‘ ’静 、气丛

。沙 带立
十 ,

一 。

铲
一

司

又由析奇函数二的表达式可得

「上
匕 一一

一
一刁 一一产一一一一

、卜斋
, 、‘

斋

启
, ,

一 一一 ,
‘

、

杯
咨斗 窗
、卜尸

十

箭
‘ 一

命
,习

一 幻

军
一

云着
‘

二
瓜
一 云华带己 箫

一

珍

一

坛一
‘

,一甘一匡︶﹄
﹄

一︸伪︸

箫鑫豁箫鑫旱
·

箫
一 的

, 二 、

不下石 ,了干西丁不万 仇 , 。 , ,

一

已 丝 「
‘会

十

斋
中此其因

一
一

爷嚼 韵
,

立虱 一二盆二

一
一布尸 一

,

也有类似的公式
。

” “
‘

万 模型 的有限元方程的求解 是将连续的速”分黔犷 一
用 一 中的积分公式

,

可以算出有限元方程 一 的系数
,

一 的近似解
。

代入 中
,

利

然后可用隐格式求

三 有限差分法 特征法
、

概述
在差分法中

,

越流补给弧度 它的计算公式为

它二
。一

箱瘾是巍 ⋯。为复盖层厚度 为补给层的水头
。

式中 为垂向渗透系致 。刀及立二 ,
二 二 。

、

导出承压水头偏微会方程的隐式差分格式为
如图

卜 士
,

仁

十 , 一
专 〔

赚 了, 一 时
’

八
△ 之

时

△

〕 专
,

〔

」
,

专 仁 八

鲁臼
。, 一 , ,

〕
一 ,

, ,了一 林针
’ 一

姑 卜一六石 一
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二 。 , ⋯
,

翔 二 ,

⋯
,

为 二 。 ,

⋯
,

式 中
、 、

分别是
、

和 的号码和层次 , △
、

△ 和 △ 分别是空间和时间步长 是
节点

、

对单位面积
、

单位时间的抽水或注水量 即

左 △
。

其中 、为节点
,

抽水或注水量
, ,

表示网格点
, 二 。

一
二 , , 。

解差分方程 一 时
,

在 方向上采用交替隐格式
,

经整理左侧为未知项
,

右侧力

巳知项
,

则

, 一 去
△ 卫

, ,七一命 〔
‘,

, 一 ‘ , ‘,
,

, ‘ ’

斋 于一
。月粼

十 硬口
,

一 龙

二 一工场以“
。

笃,
’,

命 卜
, , 。‘ ,

一岳一
‘ 〕从才

一

斋
,

卜
。、

方程组的个数为网格行的个数 , ,

用 交替隐格式差分
,

并以选代法求出方程

的解
。

即 时刻的水头值
。

对于按行计算
,

同样亦可得出 方向上的类似形式
。

如图

一

,
一 , 一 , , , 一

丫丫下下
卜卜

’

不不户户 甲厂厂
口口

一一
月月月

灌灌瀚瀚瀚瀚一 , 荃之 ,,

万万万
,

,

田 晚式位分格式圈
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、

的
、

方向的地下水平均孔隙速度 二的差分格式为

戏 , 二 玉纽卫
。 一

二,, , , 一 。一

广 一

一丝垫立兰边

△

云, 一 云一 一 一
巧

,

△

在节点
、

和节点

一

,

、

之间边界上的
、 了方向速度为

一

书
,

街 ‘ ’
, ’“ 一蔽荞花刃币

、
昌

·

一 心 ’

八
一

巧 ·‘,
,

, , 二 一

韶半
‘ 一

其中边界上的渗透系数
、

孔隙度 是根据两个邻近节点的
、

的调和均值计算出来的
。

地下水水动力一弥散系数的计算
,

是假定地下水流听确定的分子和离子扩散的浓度
,

与

水动力弥散相比是微不足道的
。

其计算公式为

·, , , 认场
川 一

式中
、 ,

为含水层的弥散度 。 、 。丫为分别在
、

方向上的速度分量 , 。 为速度模
。

含水层的弥散系数与其弥散度的关系为
。 。 , ,

·

。

二维流的弥散系数分量可写成

一

在各向同性的含水层中
,

一 箫
· ·

各
,‘ 压

箫
· ·

粽
一

, , 二 一 认巧
”

尹

对于各向异性含水层
,

与 不为常数
。

、

特征法 假定地下水流是不可压缩的
,

即 勺 二 ,

则水动力一弥散方程为

』 一上
此 一

丽 斋仁一
‘、

·

斋
十

斋口

命
‘

, 斋
·

输备
,升

一 、

斋 一 斋
十 ‘ 一‘ ’

式中

二

竺竺丛些卫笠业一
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由于特征法得到的计算方法不 能直接求解方程 了 一左
,

而是要求解一个与此方程等

价的方程组
,

月

卫三 」全 鱼旦 鱼签
,

妙
二 一 、 了 工 一 二 一 门尸 一二甲一一 , 二 一一

砚 口

二一

已
,

一 , 窝尸 二一

、产一口一
一

即
一 二

‘ ,

一‘

斋 斋凌斋巨
二 、、

斋
十 。 、

击口
·

命 斋
·

斋口
,

由于每个时段每个特征点移动的距离
、

时问增量与点所在位置上的速度成正比
,

故点的

现在状态是用如下方程的差分形式计算

文 , , 一“ ,

一
, , ,

卜 △

, , 一 卜一 , 二 , , 一

△

‘ , 一 , , 一

‘ , 一 , ,

〕 一‘了

一

厂里﹂

其中
,

为特征点称号多 乙
,和 乙 ,

·

分别是特征点在
、

方向上各自移动的距离
。

任一特征
点 位置上的

、

速度用 二 〔二
, 。 、 、 , 二 、 〕表示

,

它是通过遍及半个单元区域的双线
‘

八 , 、 ‘

降昌一
”“ 一 、 了 , ’ 一 、 一 , , , 尸

认
、 ’

口尤把肠乃 丫
’ 一 ,一 少 ‘ 佩

“ ,

从汹
‘

性插值
,

使用在邻近节点和单元边界上计算的
、

速度而求的
。

、

有限差分逼近 含水层中浓度总的变化可由 一
、

一 和 一 式

进行计算
,

其中 卞 和 一 方程是求由于对流运移产生的浓度变化
,

而水动力
弥散和流体源引起的浓度变化则由方程 一 表示

。

它的隐式差分方程为

“ 恙
。二“ ·‘

,

, ,‘

八 之
一 卜 去

,

‘ , 一
若, ,一 ‘一

夕
‘一 《 一 《 ,

△ 之 、门 「
, 二

,

如止兰华叭会止
生兰 》

一 华 。 几 。

《扭

一 , 一 专
,

户

阵王理丝达一袭子巴 二 〕
, , ,

一 任 一
专

鱼业于导二
一 一 , , , 负 一 己介一

、

二 一

一 女 ’‘一寸石广一
一 ’ 十 , ’

‘ 气‘’ 甲 玄 ’
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吸

二透立址巡益巡监一
△

一 , , 一 士

‘

二上丝立己二 止旦塑 几
△ 八 恙口

, 一

亡万
, ,

巴舀 , ‘ ‘

一

‘ 一
、

一一
一一气 下一一一之二 一

则位于 内的特征点 在
、

时刻的浓度应为
‘

己
”

砂 ‘己认

网格点
、

在 协 时刻的浓度为

了
“ ”二 才,’

’
《

人

对所有网格都这样做一遍后
,

就完成了一个时间步长的计算
。

如此反复计算直到满足精

度要求为止
。

显然该方法是可以消除数值弥散的
。

、

物质平衡 为检验模型数值解准确性的精度
,

引进了物质平衡的检验公式

流入量 十 流出量 总通量 二 物质总和

物质总累计变化量和物质总通量之间的差称为物质剩余
,

即
” , 一 △ 一

式中 为物质剩余 , 为物质总通量 , △ 为含水层中赋存的物质变化量
。

显然
,

值较小时一般数值解较精确
,

反之
,

数值解误差大或存在重大错误
。

因此
,

可

以把物质剩余作为模型数值解精度的一个量度
。

△ 和 分别用如下公式计算

‘ ,

奚
, 。‘ ‘ 碳

一 ,

,

,

兀军讨
,。‘ 八 ‘ 。。
让
’

,

一

一

式中 ‘ ’ 为节点 “
、

, 的初始浓度 ,

几
’为 时刻节点 ‘

、

的计算浓岛
‘
方’为“时刻的抽水或注水影 “打

’为 时蜘浓度值
。

把物质剩余同总通量与贮存的物质变化量之和的平均值之比的百分比定义为第一种判别

物质平衡的量度
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一

一 八

些止些生一
协

厂

但是
,

这个量度只是在总通量和释放量的变化相对较大时效果才好 。 如果总通量与含水
层中的初始物质总量相比是很小的

,

即使模型本身是正确的
,

上式也要呈现出较大的误差
。

因此
,

计算中把物质剩余与含水层初始物质量 。之百分比
,

定义为考察物质平衡误差的第

二种方法

二

一 八
八吞 一

显然
,

只是当总通量相对少的时侯上式效果才好
。

如果侧娜为零或与 △ 相比非常小
,

则 是无意义豹
。

因此
,

又定义下式作为考察物质乎衡误差的第三种方法
。

该方法当 ￡很

小时
,

接近
,

当 。很小时
,

又与
,类似

。

·

黑影瓷革
、

一
一

比较水量平衡亦引进如下检验公式
流量平衡剩余 二 累计纯抽水量 一 累计越流量 一 释放量 ,

总通量 二 计算区累计纯抽水量 越流累计量

误差百分比
流量平衡剩余

。

总通量
一

如果计算区的平衡剩余量等于总通量时
,

则定义下式作为水量平衡误差百分比

误差百分比
流进越流量 一 流出越流量

’

丫

流进越流夏
一

四 参数识别计算方法简述

对于水流模型 和水质模型 亚
,

通过有限元方法可离散为

名 以
二 誓

‘ ·‘,性党‘
。‘ 一

今
人 ‘一 , , 、

户

‘

心
,十 一 主

—八
’

公一

又
。
‘ ·, 。‘ ”

馨
‘ ‘ 一

冬
△ · 。‘卜 ” 资

· 月 ‘ , ,

今
︸矛‘、

户﹁一嘀︸‘﹄﹃

和

, , , ,
一

二
于
。

, ,

司二 ,口 乙‘二

“ 侣 里

, , “‘ 一 街
”

”

一
, 二

。

,



山 东 地 质 朴

将 吸 一 式代入

彻
·

为士时线
一

性函数
。

式
, ’

可知丸 为 和。 的线性函数
, 。。为沪的线性函数 ,

现作 次抽水试验和弥散试验
,

测得每个节点上的水头 和污染质浓度 的一组数据

蕊
‘” ,

’

石
、川 二 , ,

一
, , ,

‘

。

构造目标函数为

·‘

一
‘ , 林· ,

睿茗巨
‘
’·‘

’

、 ·‘ 俨
’

, 》一若‘” , 」 一
现求此

,

衅
, ,

此使得
。之, 宇

, , 林 二 仇
,

晰
, , 林 兔

,

街
, ,

沪 它

则此
、

衅
、 ’ 、

此便是所求的各参数值
。

式中 是对仇
,

街
, ,

广的变化范围限制 为权因子

二 , ,

一
, ‘ 。

林 沪 , , 林 ,

⋯
, 林二

。 一 , , , 产

一 , ,

一
, 尸

其中
、 、 、

王 、成 。 。 ,

《 。 卜

《 《
, 。《 此《 ’

, 、 ·“ 、

、、 、 、 、

由抽水试验
、

弥散试验及水文地质条件分析得到
。

采用

间接法求出目标函数 达到极小值的点
’ , ’ 、 ‘ 、 卜二

。

具体步骤为
先在 内取一组初值

,

然后解方程 一 和 一
,

求得计算值 拼‘湘 梦‘

并代入 一 式
,

算出 值
,

再根据算得的 值逐次加以修正 , 使 崔环断减小
。

如此

下去
,

求得 在约束条件下达到最小值的点
’ 、 ’ 、 、

衅
。

在逐次修正 参数的方法

中
,

采用带约束的最优化方法
。

通过计算可知
,

间接法求参数是有效的
。
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